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همان گونه كه مى دانيم، دترمينان با روش هاى مختلفى به شرح زير محاسبه مى شود:

الگوها. روش الگو معمولاً براى محاسبة دترمينان ماتريس هاى 2×2 و 3×3 به كار برده مى شود:
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بسط براساس عامل ها. براساس بسط لاپلاس نسبت به هر سطر (يا هر ستون)، دترمينان بسط داده مى شود:
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مثلثى كردن يا روش حذفى گاوس. 
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سه روش بالا از جهاتى ناكارآمد هستند كه در زير، به آن ها اشاره مى كنيم:
1. معمولاً الگوها براى ماتريس هاى 4×4 و بالاتر، قابل تعميم نيستند. 

2. بسط براساس عامل ها، مستعد خطا و نيز براى محاسبات دستى، خسته كننده است.
3. مثلثى كردن، همواره ساده نيست و براى استفاده از اين روش، اساساً بايستى از كسرها استفاده نمود.

دترمينان در سرزمين رناضيات!
مرتضى بيات، دانشگاه آزاد اسلامى واحد زنجان

زهرا خاتمى، دبير رياضى ناحية يك زنجان

مقدمه
در اين مقاله، قصد داريم چند روش ساده و بازگشتى براى محاسبة دترمينان ماتريس مربعى 
ارائه دهيم. روش تراكم براى محاسبة دترمينان اولين بار توسط لوئيس كارول (معروف به داجسون) 
(67-1866) رياضيدان و نويسنده كتاب «آليس درسرزمين عجايب» ارائه گرديد (زيلبِرگِر، 1997). 
اين روش سـاده و مبتكرانه متأسـفانه در بين علاقه مندان رياضى فراگير نشده است. اما اخيراً اين 
روش به طور مؤثرى در بين كارهاى تعدادى از رياضى دانان، برجسـته شـده است، به طورى كه حدس 

ماتريس هاى با علامت هاى متناوب به كمك اين روش، حل گرديده است (برِِسود و پِروپ، 1999).  

115115

۳۸ دوره   31  شماره  3
بهار 93
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روش تراكم داجسون (يا الگوريتم آليس)
در رياضيات، روش تراكم داجسون، روشى براى محاسبة دترمينان ماتريس هاى مربعى است. بايد گفته شود كه 
ــون، به طور مستقل، اين ايده را كشف و بيان  ــت. اما داجس اين روش، يك حالت خاص از قضية ژاكوبى (1833) اس

كرده است. 
الگوريتم داجسون (يا الگوريتم آليس) در چهار گام زير، ارائه مى شود:

گام 1. فرض كنيم A ماتريس n×n باشد. ابتدا اين ماتريس را چنان مرتب مى كنيم كه هيچ صفرى در درايه هاى 
i . براى آنكه درايه هاى درونى را ناصفر كنيم  , j ≠1, n هستند كه ai,j  درونى آن اتفاق نيفتد. درايه هاى درونى به شكل
با استفاده از اعمال مقدماتى، مثلاً جمع كردن يك سطر با مضربى از سطر ديگر بدون آنكه مقدار دترمينان تغيير 

كند، به دست مى آوريم. 

ــى از زيرماتريس هاى 2×2 ايجاد  ــتفاده از دترمينان هاي ــك ماتريس B از مرتبه (n-1) × (n-1)، با اس گام 2. ي
مى كنيم. 
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به طور صريح 

ــة  مرتب از   C ــس  ماتري ــك  به ي و  ــم  مى دهي ــام  انج  B ــس  ماتري روى  را   2 گام  ــات  عملي  .3 گام 

ــيم مى كنيم،  ــپس هر جمله از C را بر جملة متناظرش در عناصر درونى A تقس ــيم. س (n-2) × (n-2) مى رس
.
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يعنى

گام 4. گيريم A=B وB=C، حال گام 3 را تا رسيدن به يك ماتريس 1×1 تكرار مى كنيم. تنها دراية ماتريس1×1، 
نشانگر مقدار دترمينان ماتريس اصلى است.

مثال 1. با استفاده از روش تراكم داجسون، دترمينان زير را محاسبه كنيد.
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بنابراين، 

مثال 2. با استفاده از روش تراكم داجسون، دترمينان زير را محاسبه كنيد.

i, j

( )

( ( ) )

( ) ( ) ( )

( )

/

( ) ( )

b

+ +

+

= × − × = −

− −
= − × × + × ×

+ × × − × × + × × − + × ×
−

= − × − + −

× × + − × ×

− − −
= =

−

= − × × − =

=

1 1 1 2

1 3

1 2
1 4 2 3 2

3 4
1 2 3 1 2 3
4 5 6 4 5 6 1 5 9 2 6 7
7 8 9 7 8 9
3 4 8 7 5 3 8 6 1 9 4 2
1 2 3

5 6
4 5 6 1 1 1

8 9
7 8 9

4 6 4 5
2 1 3

7 9 7 8
1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 6 0 13 18 0 13 18
7 8 9 0 22 30 0 0 6 13

61 13 6
13

i, j i, j

i , j i , j

i, j

i, j

i , j

a a

a a

b
c

a

A ?

B

C [] []

A

A

B

+

+ + +

+ +

÷

=

−

= =

 − 
 

− −  = =    − −  
  
 − − 

= = → − − 
=

− − − −
− − − −

=
− −

− −

− − − − − −
− − − − − −

− −
=

− −

1

1 1 1

1 1

5

1 2 3
4 5 6
7 8 9

1 2 2 3
4 5 5 6 13 3

3 34 5 5 6
7 8 8 9

13 3
30 6

3 3
6
2 1 1 4
1 2 1 6
1 1 2 4
2 1 3 8
2 1 1 1 1 4
1 2 2 1 1 6
1 2
1

C

− − 
÷ − 

 
 
  −  − − − −    = − − −   −   − − − 
 − − − 
 − − 
 − − − −  = =   − − −   

−  
 
  − − −→ =   −   
 − 

− 
 − 

2 1
1 2

3 1 2
2 1 1 6

1 5 8
1 1 2 2 4

1 1 4
1 1 1 2 2 4
2 1 1 3 3 8

3 1 1 2
1 5 5 8 16 2

4 121 5 5 8
1 1 1 4

8 2
8 22 1

4 12 4 6
1 2

8 2
4 6
8

[] [ ]

A

÷ − 
= → − − 

= −

52
40 8

4 6
8

حل. گام 1 برقرار است، حال طبق گام 2 داريم:
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با تكرار مجدد گام هاى بالا براى ماتريس 
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يكى از مشكلاتى كه در روش تراكم داجسون وجود دارد، صفر شدن درايه هاي درونى است.

مثال 3. با روش تراكم داجسون، دترمينان زير را محاسبه كنيد:
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حل. با اجراى گام هاى الگوريتم داجسون داريم:
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ملاحظه مى شود كه در گام سوم، عنصر درايه هاى درونى صفر است. اينك با تعويض سطر اول و پنجم (با اين 
عمل مقدار دترمينان تغيير نمى كند)، مجدداً الگوريتم را تكرار مى كنيم:
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بنابراين 

روش انباشتگى محورى
در اين بخش، روش ديگرى براى محاسبه دترمينان ارائه مى دهيم كه ديگر مشكل صفر شدن درايه هاى درونى 

را ندارد. 
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در اين روش، بايد يك دراية ناصفر را به عنوان لولا در نظر بگيريم (در اينجا درايه واقع در سطر اول و ستون اول 
كه ناصفر است را لولا در نظر مى گيريم، البته مى توانيم هر دراية ناصفر را لولا در نظر بگيريم. در اين صورت، سطر 

اول را با سطرهاى ديگر براى ساختن دترمينان  2×2 استفاده مى كنيم.
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توجه داريم كه براى دترمينان ماتريس n×n،  در مخرج دراية لولا با توان n-2 ظاهر مى شود.

مثال 4. از روش انباشتگى محورى، مقدار دترمينان زير را محاسبه كنيد.
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حل. با توجه به  فرمول، خواهيم داشت:

 

A

− −
−

= − − − −
− − −

− − −

− − 
− −  −    − − −   →− − − −

 − 
− − −    − − − −  − − − 

− − 
 

→  
 − 

−
 − − − −

− − −
− − −
− −

2 1 2 1 3
1 2 1 1 2
1 1 2 1 1
2 1 1 2 1
1 2 1 1 2

2 1 2 1 3
5 5 3 1

1 2 1 1 2
3 3 3 3

1 1 2 1 1
3 3 3 1

2 1 1 2 1
5 3 1 5

1 2 1 1 2
30 6 12
0 0 6
6 6 8

1 2 1 1 2
1 1 2 1 1
2 1 1 2 1
1 2 1 1 2
2 1 2 1 3

[]

A

a b a c
a b c

d e d f
d e f

a b a ca
g h k

g h g k

a b a c a d

e f e g e ha b c d

e f g h a b a c a d

k l m n k l k m k na

o p q r a b a c a d

o p o q o r

A

−

−


− − − 
  −   →
 − − − − 
   −  

 
   

→ − → →   
  − − 

=

=

=

−
−

=
−

3 2

4 2

3 3 3 3
3 3 3 1
5 3 1 5
3 5 1 1

0 0 6
0 12

6 6 8 36
18 40

17 8 4

36

1

1

2 3 1 2
1 2 3 1
1

A

A

−
− −

−
−

−
=

− − − −

−
− −

−
= −

− − −

− −
− −

= × =
− −− −

− − − −

2

4 3 2
1 1 1 1

2 3 2 1 2 2
1 2 1 3 1 1
2 3 2 1 2 21
1 4 1 3 1 22
2 3 2 1 2 2
1 1 1 1 1 1

7 7 0
1 11 5 2
4

1 1 4

7 7 7 0
11 5 11 2 112 141 1 1

14 284 7 287 7 7 0
1 1 1 4

A

− −
−

= − − − −
− − −

− − −

− − 
− −  −    − − −   →− − − −

 − 
− − −    − − − −  − − − 

− − 
 

→  
 − 

−
 − − − −

− − −
− − −
− −

2 1 2 1 3
1 2 1 1 2
1 1 2 1 1
2 1 1 2 1
1 2 1 1 2

2 1 2 1 3
5 5 3 1

1 2 1 1 2
3 3 3 3

1 1 2 1 1
3 3 3 1

2 1 1 2 1
5 3 1 5

1 2 1 1 2
30 6 12
0 0 6
6 6 8

1 2 1 1 2
1 1 2 1 1
2 1 1 2 1
1 2 1 1 2
2 1 2 1 3

[]

A

a b a c
a b c

d e d f
d e f

a b a ca
g h k

g h g k

a b a c a d

e f e g e ha b c d

e f g h a b a c a d

k l m n k l k m k na

o p q r a b a c a d

o p o q o r

A

−

−


− − − 
  −   →
 − − − − 
   −  

 
   

→ − → →   
  − − 

=

=

=

−
−

=
−

3 2

4 2

3 3 3 3
3 3 3 1
5 3 1 5
3 5 1 1

0 0 6
0 12

6 6 8 36
18 40

17 8 4

36

1

1

2 3 1 2
1 2 3 1
1

A

A

−
− −

−
−

−
=

− − − −

−
− −

−
= −

− − −

− −
− −

= × =
− −− −

− − − −

2

4 3 2
1 1 1 1

2 3 2 1 2 2
1 2 1 3 1 1
2 3 2 1 2 21
1 4 1 3 1 22
2 3 2 1 2 2
1 1 1 1 1 1

7 7 0
1 11 5 2
4

1 1 4

7 7 7 0
11 5 11 2 112 141 1 1

14 284 7 287 7 7 0
1 1 1 4

اينك دترمينان ماتريس 3×3 را محاسبه مى كنيم:
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